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Chapitre 1

Introduction

Ces notes donnent quelques propriétés intéressantes des analogie et moyen-
nes en puissance p qui sont, rappelons-le, fondés sur les moyennes générali-
sées.

Il est d’abord question de dériver des analogies & partir d’'une analogie
donnée en prenant des termes plus petis ou plus grands que les termes
d’origine, donc par rétrécissement ou agrandissement. Ces résultats se voient
bien si I'on éclate les termes sur deux dimensions. Mais il faut faire attention
que cette visualisation est fallacieuse.

En particulier, on y établit des bornes pour la puissance analogique. Ces
bornes peuvent étre adoptées dans le calcul dichotomique de la puissance
analogique.

On montre aussi qu’il est facile d’étendre ’analogie avec termes positifs
et non nuls au cas ou I'un des termes, voire plus, est égal a zéro.
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Chapitre 2

Rétrécissements et
agrandissements

2.1 Egalité des moyennes de tous les termes,
des moyennes des extrémes et des moyennes
des moyens

Il est facile de montrer que, pour une analogie donnée, les trois moyennes
suivantes :

— la moyenne de tous les termes,

— la moyenne des extrémes et

— la moyenne des moyens
sont égales.

V(a,b,c,d) € (RT\ {0})*,
a:b:Pc:d = my(a,b,c d) =mya,d) =m,b,c)

La démonstration se fait a partir des trois propriétés suivantes.

La premiére propriété est que, s’il y a analogie alors, m,(a, d) = my(b, ).

La deuxiéme propriété est une propriété générale des moyennes qui énonce
que 'on peut décomposer une moyenne comme moyenne de moyennes de
paquets d’éléments de méme taille. Autrement dit :

m(x1, Tay .o Txn) = m(m(xl, cey Ty,
m(xn—l—la s 7x2n)7
m(x(mfl)xn%»ly s 7xm><n))
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La troisiéeme propriété est aussi une propriété des moyennes. Elle énonce
que toute moyenne est égale a la moyenne de cette moyenne répétée autant
de fois que 'on veut.

m(xy, ..., x,) =m(m(xy, ..., x,),....,m(x1,...,2,))

On peut appliquer cette propriété générale aux quatre termes de ’analogie
en décomposant en paquets de deux judicieusement choisis : le paquet des
deux moyens et le paquet des deux extrémes.

my(a, b, c,d) = my(my(a,d), my(b,c))
= mp(mp(aa d)? mp<a? d))
=my(a,d)

De méme pour my,(b, c).
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2.2 Reétrécissement d’analogie aux moyennes des
termes des rapports

2.2.1 Reétrécissement vertical

Etant donnée une analogie en puissance p, p différent de plus ou moins
I'infini, on peut former une nouvelle analogie de méme puissance dont les
deux conséquents (termes b et d) sont les moyennes des termes du premier et
du deuxiéme rapport. La raison pour laquelle nous appelons ce résultat un
rétrécissement vertical provient de la visualisation donnée plus bas dans la

figure [2.1]
V(a,b,c,d) € (RT\ {0})*,

a:b:Pc:d = a:my(a,b) P c:my(c,d)

Démonstration pour le cas p #0 :

1/pxp \ /P
my{a,my (e, ) = (%( + (5 + @) >>

1/p

N = N~ N= N

I
AN TN TN N

On a pu remplacer %bp + %cp par %a” + %d” ci-dessus car on a supposé
I’analogie a : b ::P ¢ : d.
On constate donc que

myp(a, my(c, d)) = my(my(a,b),c),

c’est-a-dire
a:my(a,b) P c:my(ed).
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Démonstration pour le cas p =0 :

mo(a, mo(e, d))? = a x Ved
= Vavay/eVd
= Vav/eyavd
= Vavevbye
= Vavby/eye
=+Vabxc

= mp(mp<a7 b)v 0)2

car, I’analogie entre a, b, ¢ et d étant supposée, on a 1’égalité vad = Vbc.

2.2.2 Généralisation : rétrécissements vertical et hori-
zontal

Les huit formes équivalentes de I'analogie permettent de généraliser le

résultat précédent. Il suffit de I'appliquer aux huit formes équivalentes de

I’analogie. On rétablit ensuite 1'ordre de I’analogie selon ses désirs.
V(a,b,c,d) € (RT\ {0})*,

;

~

a:b:Pc:d a:my(a,b) =P c:my(c,d)
a:c:Pb:d a:my(a,c) P b:m,(b,d)
b:a:Pd:c b:my(a,b) P d:myc,d)
a:b::pc:d:><b:d:pa:6 N b:my(b,d) P a:mya,c)
cra:Pd:b c:my(a,c) P d:my,(b,d)
c:d:Pa:b c:my(c,d) =P a:my(a,d)
d:b:Pc:a d:my(b,d) =P c:my(a,c)
(d:c:Pb:a (d :mp(c,d) =P b:my(a,b)

On constate que l'on a au total seulement quatre formes. Les formes a :
my(a,b) =P c:my(c,d) et my(a,b) - b P my(c,d) - d peuvent étre considérées
comme des rétrécissements verticaux, et les formes a : m,(a, c) ::* b : m,(b, d)
et my(a,c) : ¢ =P my(b,d) : d comme des rétrécissements horizontaux de
I’analogie initiale. Cette dénomination provient de la visualisation trompeuse
suivante (figure . Nous disons trompeuse car nous éclatons sur deux
dimensions ce qui n’existe que sur une seule. Mais cette vue est conforme
a la représentation intuitive de I’analogie comme carré ou rectangle.
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my(c,d
c (e, d) d c d
my(a,c) my (b, d)
a my(a, b) b a b
FIGURE 2.1 — A gauche, visualisation du rétrécissement horizontal, et, a

droite, du rétrécissement vertical.

2.2.3 Reétrécissement au demi-carré

Le résultat suivant généralise en quelque sorte le résultat précédent en
I’appliquant deux fois : une fois verticalement et une autre fois horizontale-
ment. Il énonce le fait que I'on peut rétrécir un carré analogique en un carré
homologue selon les moyennes de méme puissance.

V(a,b,c,d) € (RT\ {0})*,

a:b:Pec:d = a:my(a,b) P my(a,c):myla,b,cd)

Démonstration pour p # 0 : On développe chacune des moyennes, celle
des extrémes et celle des moyens. On calculera ces moyennes élevées a la
puissance p et on éliminera aussi le facteur 1/2.

1/pxp
2 x my(a,my(a,b, c,d))? = (ap + <;L(ap +0 4+ dp))> )

1 1
=a’ 4+ b + =
a+2 +2

Supposer une analogie de puissance p entre a, b, ¢ et d permet d’utiliser
I'égalité a? 4+ dP = P 4 P ci-dessus.
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1 1
=af + =0 + =P
a—|—2 —1—2

Constater I'égalité des deux termes conclut la démonstration pour p # 0.

Démonstration pour p =0 :

mo(a, mo(a, b, c,d)) =\ aVabed

= mo(mo(a, b); mO(av C))

car, l'analogie de puissance 0 entre a, b, ¢ et d étant supposée, on a 1’égalité

Vad = Vbe, soit ad = be.

Visualisation : La visualisation du rétrécissement au demi-carré est don-
née par la figure 2.2

FIGURE 2.2 — Rétrécissement au demi-carré
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2.2.4 Itération

On peut envisager a partir d’'une analogie donnée, d’itérer le rétrécisse-
ment vertical en passant aux moyennes, puis aux moyennes des moyennes,
etc. pour produire une série d’analogies de méme puissance.

En appliquant la méme opération de moyennage itérativement, les termes
moyennes convergent vers les termes non moyennés originaux et donc vers
une analogie dégénérée du typea:a::c:coua:b:a:b.

Posons :

M(a,b) = M'(a,b) = m,(a,b)
M?(a,b) = my(a, my(a,b)) = my(a, M'(a,b))

M"(a,b) = m,(a, M"(a,b))

On a lim,, 100 M"(a,b) = a.
On a alors en passant a la limite pour I’analogie :

lim a: M"(a,b) P c: M"(c,d) = a:a:c:c.

n—-+o0o

De fagon similaire, on a :

lim a:b:* M"(a,c): M"(b,d) = a:b:a:b.

n—-+o00

De fagon encore similaire, on aura :

lim a: M"(a,b) > M"(a,c): M"(a,b,c,d)=a:a:a:a

n—-+400

en posant les définitions nécessaires pour M™(a,b, ¢, d).
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2.3 Agrandissements

Réciproquement au rétrécissement, on peut établir des propriétés d’agran-
dissement d’une analogie en puissance p selon les trois directions vues précé-
demment : verticale, horizontale ou selon les deux a la fois pour le demi-carré.
Pour I'agrandissement cela sera un double du carré.

Cela provient du fait que 'on peut résoudre une équation en moyenne :
étant donné a et un nombre m donné, il est possible de trouver b tel que
my(a,b) = m (p est donné aussi). C’est le nombre tel que b = §mP — a?
pour p # 0 et b = m?/a pour p = 0. On voit au a et m doivent vérifier
certaines conditions pour que b existe.

L’établissement des agrandissements permet d’énoncer 1’équivalence sui-
vante.

V(a,b,c,d) € (RT\ {0}, Vpe R

a:b:Pe:d & a:my(a,b) P c:mycd)
& my(a,c):c:P my(b,d):d

& a:my(a,b) =P my(a,c): my(a,b,c,d)



Chapitre 3

Bornes de la puissance analogique

3.1 Relation entre les plus grands antécédent
et conséquent

Pour une analogie en puissance p, avec p positif, les plus grands antécédent
et conséquent entretiennent une relation d’ordre impliquant l'inverse de la

puissance p.

Théoréme 1 (Relation entre antécédent et conséquent)
Y(a,b,c,d) € (Ri)4, VpeR,, a<b<c<d,

2UP x ¢

d <
. ..p . —
a:b:fc:d & {c§21/p><d

Soulignons le fait que, ci-dessus, p est positif.

Démonstration : Elle se fait en deux temps. Dans un premier temps, on
exploite un encadrement de la moyenne généralisée en p pour p positif. Dans
un deuxiéme temps, on applique la définition de ’analogie en puissance p qui

énonce 1'égalité des moyennes généralisées en p.

15
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Premier temps : on considére deux nombres positifs non-nuls tels que
0 < a < d et un p positif.

1
P < +d° <2 & dp§2><§(ap—|—dp)§2dp
1 1/p
PN (dp)l/p < l/p (5 (ap + dp)) < 21/p<dp)1/p

1 1/p
& d<2YPx <§ (aP + dp)) < 2l/Pq

& Mysola,d) < 2YPmy(a,d) < 2°m o (a,d)
1 1/p
& (§> Mioo(a,d) <my(a,d) < mis(a,d)

La premieére séquence d’inégalités est vraie parce que p est positif, a est positif
et d est plus grand que a. L’élévation a la puissance 1/p ne change pas 'ordre
des inégalités car p est positifﬂ

On applique ce méme résultat a b et ¢ en posant 0 < b < c.

1\ VP
(5) eroo(ba C) < mp(b7 C) < eroo(ba C)

La prise des opposés inverse le sens des inégalités.

1 1/p
_m-l-oo(ba C) S _mp(b7 C) S - <§) m+oo(ba C)

On en dérive : Y(a,b,c,d) € (R1)4, 0<a<b<c<d, VpeR,,

(%) Y (e, d) — moe(b, )

< my(a,d) —my(b,c)

1 1/p
< m+oo(a7 d) - (5) m+oo<b7 C)

1. Il existe un résultat semblable bien connu pour la norme L, :

VZ R, Vp € Ry, [|T]+o0 < Iy < 0V ]| 1.



3.1. REL. ENTRE MAX. DES ANTEC. ET MAX DES CONSEQ. 17

Deuxiéme temps : on applique les inégalités précédentes au cas de I'ana-
logie en puissance p qui énonce 1’égalité des moyennes généralisées en p.
V(a,b,e,d) € (RL)', 0<a<b<c<d, VpeRy,

1 1/p 1 1/p
a:b:Pc:d & (—) d—c < my(a,d) —my(b,c) Sd—(—) c

2 2

1 1/19 1 1/10
& (§> d—c < 0 Sd—(ﬁ) c
& d—2Y7¢ < 0 < 2Yrg — ¢

d < 2Yr¢

c < 2lrq

Cest le résultat voulu.
O

Vérification : le résultat obtenu peut paraitre étonnant. Mais il est bien
vrai que I'on a 1 < 47 pour tout p € R, inégalité obtenue en majorant c
par 2Y/Pd dans la premiére ligne de la conjonction d’inégalités ci-dessus. En
effet, 41/7

— tend vers +oo quand p tend vers 0 et

— tend vers 1 par valeurs supérieures quand p tend vers +oo.
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3.2 Relation entre les plus petits antécédent et
conséquent

On procéde de la méme maniére que précédemment mais on travaille sur
les inverses. Si 0 < a < b < ¢ < d alors 0 < é < % < % < % La puissance p
est toujours supposée positive.

><1 1p+ 1\? <9 1\?
2 a d - a
& a_pSQX%(a_p—i-d_p) < 2a7?

~1/ 1 i —1/
o 27U (g )V < gl <§ (ap+dp)) < (a7

1 1/P 1 1/17 1 —1/P
& (5) a < (§> X (5 (ap+dp)) <a

& (é)/ () < (é)wmpm,d) < mrcfa,d)

& m_gl(a,d) <m_p(a,d) < 2YPm_,(a,d)

La premieére inégalité est vraie selon les mémes arguments que précédemment.
L’élévation a la puissance 1/(—p) = —1/p inverse l'ordre des inégalités car p
étant positif, —1/p est négatif. Maintenant, a est bien le minimum de a et d,
c’est-a-dire la moyenne de ces deux nombres en moins l'infini. Observez que
le résultat final fait intervenir la moyenne généralisée en —p, avec p positif.

Pour p négatif, on aura donc :
1 1/p
m_oo(a,d) < mp(a,d) < (§> m_oo(a,d)

Les mémes manipulations que dans le cas plus haut avec m_ , conduisent
au résultat suivant, pour p négatif, attention, pas positif, en faisant attention
que le facteur 2'/7 est placé différemment ici.
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V(a,b,e,d) € (RE)', 0<a<b<c<d VpeR_,

AN
VR
N | —
N——

—
~
iS]

Q

|

S

» 1 1/p
a:b:Pec:d & a— |z b < my(a,d) —my(b,c)

2
1 1/10 1 1/P
& — | = b < 0 < — —b
o= (3) v < < (3) o
s 2P —p < 0 < a-—2"7p
a < 2Yrp
b < 2pg

On peut donc conclure pour le cas ou p est négatif.

Théoréme 2 (Relation entre antécédent et conséquent)
V(a,b,¢,d) € (R)", VpeR_, a<b<e<d,

a

<
. ..p . —
a:b:fc:d & {ngl/l’xa
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3.3 Bornes pour la puissance analogique

Les résultats précédents permettent de donner des bornes de la puissance
d’'une analogie donnée. Tout d’abord, indépendamment de ’analogie, on a :

d
c<d & E<1<—
d c

d
& log2§l<0<log2g

Maintenant, pour quatre nombres a, b, ¢ et d, réels positifs, non-nuls, diffé-
rents deux a deux et triés par ordre croissant, on sait que I’on a une analogie
enp,a:b:Pc:d.

Si p est positif, le théoréme [I] permet d’écrire :

d< ol/P, o C_i < 91/p
c

d
& logy,— <1/p
c
1
log, d/c

JURS

Pour déterminer en pratique la puissance p de ’analogie entre quatre nombres
a, b, ¢ et d, on pourra donc partir de p = 1/(log, d/c) comme borne supé-
rieure.

Le théoreme [2] permet d’écrire, en faisant attention que p est négatif :

a<orp o 21/p<2
- )

& 1/p< 108;2%

<
log,a/b — b
Noter que comme a < b, log, a/b est négatif car a/b est inférieur a 1. Pour

déterminer en pratique la puissance p de I’analogie entre quatre nombres a,
b, ¢ et d, on pourra donc partir de p = 1/(log, a/b) comme borne inférieure.
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En combinant les deux bornes données ci-dessus, on peut écrire :

Théoréme 3 (Bornes de la puissance analogique)
V(a,b,c,d) € R}, 0<a<b<c<d, VpeR,

1 1
<p<

cb:Ped S -
¢ ¢ < log, a/b ~ log,d/c

On pourra utiliser de telles bornes dans un algorithme de détermination
de la puissance analogie. Les cas particuliers ou certains des termes sont
égaux, et qui ménent a des puissances infinies ou couvrant tout R, n’ont pas
besoin de ces bornes pour étre traitées.
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Chapitre 4

Analogie a termes nuls

4.1 Cas ou 'un des terme est égal a zéro

Comme on suppose tous les termes positifs, le plus petit terme, a, est égal
a0.Onadonca=0<b<c<d.

La moyenne de a et d avec p négatif n’existe pas. En effet, zéro élevé a une
puissance négative n’est pas défini. La borne inférieure pour p est donc 0. En
p = 0, la valeur de la moyenne de a et d est 0. La démonstration est donnée
ci-dessous.

= lim X d
r—0
1\"
= lim (—) X d
r’'—+oo \ 2
=0xd

On a donc : 0 < my(a,d) < d.

On considére la puissance analogique p de 0 : b :: ¢ : d. D’aprés le résultat
précédent, sa borne inférieure est 0, mais on peut encadrer de fagon plus
précise.

23
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L’intersection des deux courbes des moyennes des extrémes et moyennes
des des moyens est nécessairement au dessus de b.

1/p
<1> Xxd>b & %221/1’

Ceci établit une borne inférieure pour le cas ot le plus petit terme est égal a

Z€T0.
Pour la borne supérieure, le calcul de la borne vue au théoréme [3| ne fait

pas intervenir a. On peut donc ’adopter.

1
log, d/c

p=

En résumé, on ale théoréme suivant, a rapprocher du cas général ol a est
différent de 0 vu au théoréme [3] Seule la borne inférieure change.

Théoréme 4 (Bornes de la puissance analogique quand a = 0)
V(b,c,d) € R*, 0<b<c<d, VpeR,

1 1

<p<
log,d/b — P= log, d/c

0:6:Pc:d &
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4.2 Cas ou deux des termes sont égaux a zéro

Dans ce cas, a = b = 0 < ¢ < d. On suppose que ¢ et d sont non-nuls
et différents. Comme on ’a vu au paragraphe précédent, mg(0,d) = 0. On a
donc aussi mg(0,c) = 0. L’égalité de ces deux moyennes implique 1’écriture
0:0 % ¢: d. Aucune autre valeur supérieure de p ne permettant 1'égalité,
p = 0 est I'unique puissance analogique.

4.3 Cas ou trois des termes sont égaux a zéro

Dans ce cas, a = b = c = 0 < d. On suppose que seul d est différent de
Z€10.

De méme qu’au paragraphe précédent, mg(0,d) = 0. Pour tout p stricte-
ment supérieur a 0, mo(0,d) >0

Maintenant, m,(b,c) = m,(0,0) = 0 pour toute valeur de p positif, y
compris 0. Pour des p négatif, la moyenne n’est pas définie.

Les deux remarques précédentes implique que ’égalité de deux moyennes
n’a lieu que pour p égal a 0. L’écriture 0 : 0 ::P 0 : d n’est donc possible que
pour p = 0. De nouveau on a unicité de la puissance analogique.

4.4 Cas ou les quatre des termes sont égaux a
Z€éro

La moyenne m,(0,0) est définie seulement pour p positif, y compris zéro.
L’analogie 0 : 0 :: ¢ : d est donc possible pour tout p dans R, U {400}.
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4.5 Reésumé des cas d’analogies avec au moins
un terme nul

Analogie Puissance
0:b:Pc:d 3 <p<

¢ P ogyd/o = = logydjc
0:0:*c:d p=0
0:0:P0:d p=
0:0:20:0




Chapitre 5

Discussion

Les propriétés de rétrécissement et d’agrandissement sont intéressantes
car elles établissent des invariances sur les analogies en puissance p. Celles
sur les bornes permettent évidemment de restreindre en pratique la plage
dans laquelle chercher la puissance analogique de quatre termes donnés.

Nous proposons ci-dessous quelques pistes de recherche possibles.

5.1 Moyenne généralisée et barycentre

Nous avons vu que dans le cas de deux réels positifs non-nuls a et d,
les moyennes généralisées prenaient leurs valeurs entre a et d. Géométrique-
ment, toute moyenne généralisée est donc une point du segment |a, d[. 11 se
caractérise donc par un A €]0; 1] tel que

my(a,d) = a+ (1 —N\)d

La fonction qui & p associe A est une fonction caractéristique de a et d. Il
serait intéressant de 1’étudier. Et 'on peut aussi s’intéresser a la fonction
inverse qui a A associe p.

5.2 Approximation de la fonction moyenne gé-
néralisée par la fonction sigmoide

La fonction sigmoide est définie par o(x) = H% Le profil de la courbe
des moyennes généralisées de deux nombres est similaire a celle de la fonction
sigmoide, aux réserves preés que nous avons pu par exemple exprimer sur

I’absence de symétrie centrale.
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28 CHAPITRE 5. DISCUSSION

Il est évidemment possible, en introduisant des parameétres, de translater,
de recadrer er de ré-incliner la fonction sigmoide afin de la faire s’approcher la
fonction moyenne généralisée de la meilleure fagon. On peut donc s’interroger
sur les parameétres a introduire qui permettent de minimiser 1’écart entre ces
deux fonctions.

Ceci fait, et étant données deux approximations de la fonction moyenne
généralisée pour deux couples a, d et b, ¢, on pourra alors se demander si I’'on
peut calculer rapidement la puissance en p pour leur analogie a : b ::P ¢ : d
avec un écart le plus petit possible..

5.3 Suites d’entiers

On se fixe une puissance p au hasard. On se donne trois nombres entiers a,
b et ¢ au hasard. On calcule le d. On réitére alors, soit sur b, ¢, d par glissement
de 1, soit sur ¢, d et e par glissement de 2. Dans ce dernier cas, comment
calcule-t-on le e ? Le critére d’arrét est que d n’est pas entier. Quelles suites
d’entiers obtient-on ?

On se donne quatre nombres entiers a, b, ¢ et d au hasard. On calcule
le motif de I'analogie et la puissance en p pour laquelle il y a analogie. On
applique alors le méme ordre et la méme puissance pour résoudre 1’analogie
avec b, c et d. et on réitére. Quelles suites d’entiers obtient-on ?
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