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Résumé
Cet article donne un rappel sur les analogies numériques
qui couvrent le domaine du continu comme celui du dis-
cret. Il étend l’apprenabilité dans le cadre probablement
approximativement correct (PAC) des fonctions préser-
vant l’analogie – établie jusqu’alors seulement pour les
contextes booléens, c’est-à-dire discret – au domaine du
continu, et fournit un résultat d’apprenabilité de modèles à
une dimension compatibles avec le raisonnement par ana-
logie. Les résultats d’une étude empirique de modèles de
regression cherchant à approcher ces fonctions sur des en-
sembles de données synthétiques et réelles confirment les
résultats théoriques et fournissent des formulations algo-
rithmiques concrètes pour leur mise en œuvre sur des jeux
de données non-triviaux impliquant des traits à valeurs
réelles.
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Abstract
This article presents a review of the theory of analogies lin-
king discrete and continuous domains. It extends learnabi-
lity within the probably approximately correct (PAC) fra-
mework of analogy-preserving functions—previously esta-
blished only for Boolean contexts—to continuous domains,
and provides partial learnability results for models com-
patible with analogical reasoning. It also presents an em-
pirical study of models approximating these functions on
synthetic and real data sets. The results consolidate the
theoretical foundations of analogical regression and pro-
vide concrete algorithmic formulations for its implementa-
tion in non-trivial real-valued environments.
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1 Introduction
Le raisonnement analogique est un mécanisme inductif
puissant, largement utilisé dans la cognition humaine et de
plus en plus appliqué en intelligence artificielle. Ce type
de raisonnement trouve ses racines dans la logique [3, 32].

Il a été étudié en psychologie [14] et en intelligence artifi-
cielle [16] pour la modélisation cognitive, l’apprentissage
automatique [17] ou la traduction automatique [27]. Ces
dernières années, l’intérêt pour une formalisation de l’in-
férence par analogie, introduite en [23] et en [24] 1, s’est
accru, stimulé par les applications en apprentissage avec
peu d’exemples [19], en apprentissage par transfert [4], en
raisonnement à partir de cas [28, 5], et même dans l’initiali-
sation de graphes de connaissances [21, 30] ou en explica-
bilité de l’intelligence artificielle [18]. L’analogie a joué un
rôle important en traitement automatique des langues dans
l’évaluation des plongements lexicaux [29, 8] au moyen de
bancs d’essai [15]. Plus récemment, des modèles neuronaux
ont été conçus pour détecter et expliquer des analogies dans
les données textuelles, y compris entre phrases, concepts ou
procédures [33, 20, 22, 35, 36].
Des cadres formels pour l’inférence par analogie ont été
développés pour le domaine booléen où la validité de l’in-
férence a été démontrée pour les fonctions affines et mon-
trée approximativement correcte pour les fonctions proches
des fonctions affines [9]. Ces cadres on été étendus aux do-
maines nominaux et numériques [7, 12].
Des résultats théoriques, notamment ceux de [10], ont éta-
bli que l’inférence par analogie est exempte d’erreurs si et
seulement si la fonction d’étiquetage est affine. Ce résultat
qui établit la validité des classificateurs fondés sur l’analo-
gie pour le cas booléen a ensuite été étendu à une théorie de
Galois des classificateurs analogiques [11]. Toujours dans
le cas booléen, il a récemment été démontré [1] que les ana-
logies proportionnelles sont efficacement apprenables dans
le cadre PAC [34]. Ce résultat a été testé en pratique dans un
scénario perceptif avec des images à quatre cellules ayant
chacune une forme et une couleur. Cependant, aucun des
cadres précédents ne s’étend directement aux tâches de ré-
gression sur des domaines continus.
Cette limitation a été étudiée dans [13] où les fondements
de l’inférence par analogie on été réexaminés. Une démons-
tration par l’exemple donne les limites d’une formalisation
précédente et réfute certaines limites de généralisation pour
les classificateurs analogiques qui peuvent échouer même

1. Sous le nom d’homomorphisme entre structures analogiques, op.
cit., p. 191-205.



dans le cadre booléen. Techniquement cet article utilise le
cadre des analogies numériques fondées sur les moyennes
généralisées qui permet d’étendre naturellement l’inférence
par analogie à la régression. Les fonctions préservant l’ana-
logie dans ce cadre à valeurs réelles ont ainsi pu être ca-
ractérisées et des garanties fondées sur les distances fonc-
tionnelles, pour le pire des cas et le cas en moyenne, ont
pu être dérivées, comblant ainsi le fossé entre la classi-
fication analogique dans le cas booléen et la régression
dans le cas continu. Ces résultats offrent une théorie géné-
rale du raisonnement analogique entre deux domaines et ils
fournissent des garanties théoriques sur les performances
de l’inférence fondée sur l’analogie. Cela fournit un cadre
pour une évaluation empirique rigoureuse qui a permis, par
exemple, de jeter les bases de la mise en œuvre de la régres-
sion par analogie et de comparer à la régression par noyau
ou à la méthode des plus proches voisins. Elle a également
permis d’obtenir des expressions analytiques des règles de
régression par analogie implémentables. En résumé, elle
fournit à la fois une base théorique unifiée et des formu-
lations algorithmiques concrètes pour le raisonnement ana-
logique dans les tâches de régression.
Dans cet article, nous nous appuyons sur toutes ces der-
nières avancées pour explorer de nouveaux domaines d’ap-
plication et essayer d’étendre l’apprenabilité PAC des fonc-
tions préservant les analogies au cas du continu. Cet ar-
ticle apporte trois contributions constituant chacune un pa-
ragraphe entier.

— Le paragraphe 2 rappellera brièvement la notion
d’analogie numérique fondée sur les moyennes gé-
néralisées [25, 26] et définira formellement le prin-
cipe d’inférence par analogie pour cette notion.

— À la suite des travaux récents cités plus haut,
comme [1], le paragraphe 3 examinera la question
de savoir si la classe des fonctions préservant l’ana-
logie dans le cas continu introduite en [13] est ap-
prenable dans le cadre PAC. Il présentera un premier
résultat partiel qui répond par l’affirmative à cette
question (Corollaire 3).

— Le paragraphe 4 présentera une étude empirique sur
des ensembles de données synthétiques et réels avec
des modèles qui approchent les fonctions préservant
l’analogie identifiées dans le résultat précédent.

2 Prérequis théoriques
Cet article s’intéresse à des domaines continus, et non pas à
des domaines discrets, typiquement booléens. Le problème
qui y est abordé est celui de la régression considérée comme
instanciation du principe d’inférence par analogie, plutôt
que celui de la simple classification. La notion d’analogie
pertinente à cette fin est donc celle d’analogie numérique
fondées sur les moyennes généralisés introduite en [25] et
dont il a été montré qu’elle étend, en particulier, le cas boo-
léen.

2.1 Moyennes généralisées et analogie
La moyenne généralisée en p ∈ R de n nombres réels posi-
tifs appartenant à R∗

+, x1, . . . , xN , est définie par :

mp(x1, . . . , xN ) = lim
r→p

r

√√√√ 1

N

N∑
i=1

xi
r. (1)

Cette définition recouvre des moyennes classiques. Pour
p = 1, elle correspond à la moyenne arithmétique, pour
p = 0 à la moyenne géométrique, pour p = 2 à la moyenne
quadratique.
Quatre nombres de R∗

+ a, b, c et d, sont dits en analogie
arithmétique si a − b = c − d, c’est-à-dire si 1

2 (a + d) =
1
2 (b+ c) ⇔ m1(a, d) = m1(b, c) ; ils sont dits en analogie
en p, ce que l’on note a : b ::p c : d, si mp(a, d) = mp(b, c),
ou, de manière équivalente, ap + dp = bp + cp pour p ̸= 0.
Par conséquent, pour tous (a, b, c, d) ∈

(
R∗

+

)4
, la relation

satisfait
— a : b ::p c : d =⇒ c : d ::p a : b, et
— a : b ::p c : d =⇒ a : c ::p b : d.

Sans perte de généralité, on peut supposer a ≤ b ≤ c ≤ d.
Par extension, on dira que quatre vecteurs de Rn

+, a =
(a1, . . . , an), a = (b1, . . . , bn), c = (c1, . . . , cn), et
d = (d1, . . . , dn) sont en relation d’analogie en le vecteur
p = (p1, . . . , pn), si mpi

(ai, di) = mpi
(bi, ci), pour tous

les i de 1 à n.
Cela posé, pour un p de Rn fixé et pour un q fixé de R,
le principe d’inférence par analogie s’énonce de la façon
suivante :

a : b ::p c : x, f(a) : f(b) ::q f(c) : y

f(x) = y
. (2)

Dit autrement :

mp(a,x) = mp(b, c)
mq(f(a), y) = mq(f(b), f(c))

}
=⇒ f(x) = y. (3)

2.2 Fonctions préservant l’analogie
On dira qu’une fonction préserve l’analogie si les prédic-
tions fondées sur le principe d’inférence par analogie n’in-
duisent pas en erreur. Comme on ne s’attend pas à ce que
cela soit vrai pour toute application de ce principe, on vise
à réduire le nombre d’erreurs en faisant la moyenne de plu-
sieurs prédictions fondées sur le principe d’inférence par
analogie. On formalisera donc le concept de fonction pré-
servant l’analogie en commençant par déterminer quand il
est possible d’avoir une solution.
f(a) : f(b) ::q: f(c) : s a une solution si et seulement si

f(b)q + f(c)q − f(a)q ≥ 0. (4)

Dans ce cas la solution est
q
√

f(b)q + f(c)q − f(a)q. (5)

Définition 1 (Ensemble des racines analogiques [13]).
Soient x ∈ (R∗

+)
n, p = (p1, . . . , pn) ∈ (R∗

+)
n, q ∈ R∗

+

et soit S un sous-ensemble fini de (R∗
+)

n. L’ensemble des
racines analogiques en (p; q) de x relativement à S et f ,
noté R

(p;q)
S (f,x), est l’ensemble

{ (a,b,c) ∈ S3 |
a : b ::p c : x et f(b)q + f(c)q − f(a)q ≥ 0 }.



On appellera sol(p,q)S (f,x) l’ensemble des solutions de
l’équation (5) pour tous les (a,b, c) de R

(p;q)
S (f,x).

sol(p,q)S (f,x) =
{

q
√
f(b)q + f(c)q − f(a)q,

∀(a,b, c) ∈ R
(p;q)
S (f,x)

}
Définition 2 (Extension analogique [13]). Soient p =
(p1, . . . , pn) ∈ (R+)

n, q ∈ R∗
+ et S ⊆ Rn

+. On définit
l’extension analogique en (p; q) de S relativement à f , no-
tée E

(p;q)
S (f), par

E
(p;q)
S (f) = {x ∈ Rn

+ : R
(p;q)
S (f,x) ̸= ∅}.

Définition 3 (Valeur estimée par analogie [13]). Soient p,
q, f et S comme dans la définition précédente. Soit x ∈
E

(p;q)
S (f). On définit la valeur estimée de x par analogie

relativement à p, q, S et f , notée x̄
(p;q)
S,f , par la moyenne

généralisée en q des solutions de (5) :

x̄
(p;q)
S,f = mq(sol(p;q)S (f,x))

Nous détaillons ci-dessous la signification des notions don-
nées par les définitions 1, 2 et 3.

— R
(p;q)
S (f,x) est l’ensemble des triplets (a,b, c) ∈

S3 tels que a : b ::p c : x qui vérifient l’équa-
tion (4), c’est-à-dire ceux qui permettront d’obtenir
une solution.

— E
(p;q)
S (f) est l’ensemble des x de (R∗

+)
n tels que

R
(p;q)
S (f,x) ̸= ∅, autrement dit tels que l’ensemble

des solutions est non vide. C’est donc l’ensemble
des x pour lesquels on est assuré de pouvoir estimer
une valeur.

— x̄
(p;q)
S,f est la moyenne généralisée en q de toutes

les solutions de l’équation f(a) : f(b) ::q f(c) :

s, dans laquelle (a,b, c) ∈ R
(p;q)
S (f,x) et x ∈

E
(p;q)
S (f).

Équipé de toutes les notions précédentes, il est possible
de définir les fonctions préservant l’analogie en posant
qu’elles doivent vérifier f(x) = x̄

(p;q)
S,f .

Définition 4 (Fonctions préservant l’analogie). L’en-
semble des fonctions préservant l’analogie en (p; q), noté
FPA(p, q), est exactement l’ensemble des fonctions f telles
que x̄

(p;q)
S,f = f(x), pour tout x ∈ E

(p;q)
S (f) et pour tout S

sous-ensemble de (R∗
+)

n.

Nous introduisons maintenant le résultat concernant les
fonctions préservant l’analogie en un (p; q) donné.

Théorème 1 ([13]). Soit f une fonction continue de Rn
+

dans R∗
+. Soient p = (p1, . . . , pn) ∈ (R∗

+)
n et q ∈ R∗

+.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes.

1. f ∈ FPA(p, q).

2. f(x1, . . . , xn) =
(∑n

j=1 wjx
pj

j + b
)1/q

pour une

matrice de poids [wj ] ∈ M1×n(R+) et un scalaire
de biais b ∈ R∗

+.

Un certain nombre de remarques peuvent être faites qui éta-
blissent le lien avec des situations bien connues en appren-
tissage automatique.
D’abord, toute fonction linéaire de R∗

+ dans R+ de coef-
ficients positifs est un cas particulier de fonction préser-
vant l’analogie puisque c’est une fonction préservant l’ana-
logie en (1; 1). Ensuite, une fonction préservant l’analogie
en (p; 1), avec p scalaire, plus précisément p ∈ R+, est
la composition de deux fonctions, à savoir l’élévation à la
puissance p suivie d’une fonction linéaire de R∗

+ dans R+.
Les deux remarques précédentes combinées montrent que
l’application du principe d’inférence par analogie est une
généralisation de la régression linéaire.
On peut aussi comparer les fonctions préservant l’analogie
à la méthode des k plus proches voisins, l’idée étant que le
principe d’inférence par analogie peut s’appliquer de façon
restrictive au voisin de l’objet dont on veut estimer la valeur.
Si, pour prédire f(x), on se restreint à des triplets (a, b, c)
dont les éléments sont proches de x, alors la solution de
l’équation analogique donnée par la formule (5) est obte-
nue à partir des valeurs d’objets similaires à x. Mais il faut
noter que, contrairement à le méthode des k plus proches
voisins, la sortie n’est pas la moyenne arithmétique des va-
leurs, mais la moyenne généralisée en q de ces valeurs.

3 Apprenabilité dans le cadre PAC
pour une dimension

Dans le paragraphe entier qui suit, et afin de coller au champ
de l’apprenabilité dans le cadre probablement approxima-
tivement correct (PAC), nous nous limitons à l’ensemble
des fonctions de domaine [0, 1]n et d’image (ou codomaine)
[0, 1].

Définition 5. On appellera Fn l’ensemble des fonctions
f : [0, 1]n → [0, 1] définies par

f(x1, . . . , xn) =

 n∑
j=1

wjx
pj

j + b

1/q

avec (b, q, wj , pj) ∈ (R∗
+)

(2+2×n).

Pour les définitions et les résultats concernant l’apprenabi-
lité dans le cadre PAC, nous nous appuyons sur [2] aussi
bien pour les résultats qui y sont originaux que pour ceux
démontrés par ailleurs.

Définition 6 (Perte). SoitH une classe de fonctions 2 à va-
leurs dans [0, 1] définie sur un domaine X . Pour tout h de
H, on définit la fonction de perte lh de la façon suivante.

lh : X × [0, 1]→ [0, 1]

(x, y) 7→ (h(x)− y)2

Définition 7 (Procédure d’apprentissage). Une procédure
d’apprentissage est une application M d’une suite fi-
nie d’éléments de X × [0; 1] dans H, classe de fonc-
tions à valeurs dans [0; 1]. Elle produit une hypo-
thèse ĥ = M((xi, yi)i∈{1,...,m}) pour tout échantillon

2. H pour hypothèses.



(xi, yi)i∈{1,...,m}, où les (xi, yi) sont des couples de
X × [0, 1].

Définition 8 (Apprenabilité à ε près). Soit ε ∈ R∗
+. On

dira queH est apprenable à ε près s’il existe une procédure
d’apprentissage M telle que

lim
m→∞

sup
P∈Π

P
(
P (lM((xi,yi)i∈{1,...,m})) > inf

h∈H
P (lh) + ε

)
= 0.

P est la probabilité relativement à l’échantillon, avec les
(xi, yi) tirés indépendamment selon une distribution P sur
X × [0; 1] et le sup est pris sur toutes les distributions.

On a apprenabilité si la procédure M est capable d’iden-
tifier la meilleure hypothèse h parmi les éléments de H
avec une marge d’erreur de ε quand elle dispose de suf-
fisamment de données d’entraînement (m). Si la taille des
données d’entraînement est infini, le sup sur l’ensemble des
distributions de données de la probabilité de ne pas trouver
la meilleure hypothèse doit être nul.

Définition 9 (Apprenabilité). H est apprenable si et seule-
ment s’il est apprenable à ε près quel que soit ε ∈ R∗

+

(c’est-à-dire quel que soit ε > 0).

Après avoir présenté les définitions relatives à l’apprena-
bilité, nous passons maintenant aux conditions suffisantes
pour l’apprenabilité.

Définition 10 (Déchirure avec une marge γ [2] ). Soit
γ ∈ R∗

+ (c’est-à-dire γ > 0) que l’on appellera marge. On
dira que H sépare un ensemble B ⊆ X avec une marge γ
s’il existe une constante α ∈ R telle que, pour tout sous-
ensemble E de B il existe une fonction hE de H qui satis-
fasse : {

hE(x) ≥ α+ γ si x ∈ E,

hE(x) < α− γ si x ∈ B \ E.

Autrement dit, la fonction hE attribue à x une valeur à
droite de α avec une marge de γ s’il appartient à B et
une valeur à gauche de α avec une marge de γ dans le cas
contraire.

Définition 11 (Dimension de Vapnik [2]). La dimension de
Vapnik deH (définie sur X) avec une marge de γ est définie
comme le maximum des cardinaux des sous-ensembles de
X séparables avec une marge de γ.

Théorème 2 (Thèoreme 4.1. de [2]). Si la dimension de
Vapnik d’un ensemble H est finie pour tout γ > 0, alors H
est apprenable dans le cadre PAC.

Autrement dit, on a apprenabilité si la dimension de Vapnik
n’est pas infinie.
Le théorème précédent permet de démontrer l’apprenabilité
des fonctions préservant l’analogie en l’appliquant à l’en-
semble de fonctions hypothèses H = Fn dont la défini-
tion a été donnée au tout début de ce paragraphe. Ici, on ne

considérera que le cas particulier de n = 1, c’est-à-dire le
cas à une dimension. On montre d’abord la finitude de la
dimension de Vapnik, ce qui constitue le lemme ci-dessous,
pour en déduire par application du théorème 2, le corollaire
d’après sur l’apprenabilité des fonctions de F1.

Lemme 1. La dimension de Vapnik de F1 est égale à 1
pour tout γ > 0.

Démonstration. On montre qu’aucune fonction de F1 ne
peut déchirer, avec une marge de γ, un ensemble de deux
éléments. Soient donc B = {x1, x2}, avec x1 < x2, un
tel ensemble quelconque et γ > 0. Comme toute fonction
dans F1 est croissante, il n’existe aucune fonction f ∈ F1

satisfaisant à la fois f(x1) ≥ α + γ et f(x2) ≤ α − γ, car
cela impliquerait f(x1) > f(x2).

Corollaire 3. F1 est apprenable dans le cadre PAC.

Par définition, le corollaire 3 implique l’existence d’une
procédure qui trouve, avec une marge d’erreur donnée,
l’une des fonctions deF1 qui correspond le mieux aux don-
nées. Comme il s’agit de fonctions de R∗

+ dans R∗
+, dans les

expériences que nous allons maintenant présenter, un seul
des traits des jeux de données sera utilisé pour la prédiction.

4 Expériences
En nous appuyant sur les résultats rappelés ou obtenus aux
paragraphes précédents, nous nous proposons maintenant
d’évaluer deux types de modèles de régression avec valeurs
scalaires en entrée comme en sortie.

4.1 Modèles de régression
Pour créer des modèles de régression conformes aux fonc-
tions de F1, il est nécessaire de déterminer les paramètres
w, p, b et q. Comme la pente du modèle de régression
peut être positive ou négative, on choisira (wxp + b)1/q

ou (w(1 − x)p + b)1/q selon le cas. conformément à ce
qui a été vu en 2.2, pour prédire la sortie de x′, on cher-
chera donc des triplets (a, b, c), tels que a : b ::p c : x′

et tels qu’il existe une solution s à l’équation analogique
f(a) : f(b) ::q f(c) : s. L’application du principe d’infé-
rence par analogie à plusieurs de ces triplets permettra le
calcul de la moyenne généralisée en q de toutes les valeurs
de s trouvées.
Nous testons deux stratégies possibles pour le choix des tri-
plets. La première stratégie choisit a et b de manière aléa-
toire, tandis que la seconde sélectionne les voisins les plus
proches de x. Pour les deux stratégies, le terme c est pris
comme le ou les voisins les plus proches de (ap − bp +
(x′)p)1/p.
Comme nous avons affaire à des variables scalaires, au lieu
d’évaluer si a : b ::p c : d est vrai, après avoir réorganisé
les termes de manière à ce que a ≤ b ≤ c et a ≤ d, nous
vérifions si le terme A(a, b, c, d) défini comme suit

∆p(a, b, c, d) =

{
|(ap − bp)− (cp − dp)|, si c ≤ d

max{|ap − bp|, |cp − dp|}, sinon

étenduep(X) =
(
max(X)

)p − (
min(X)

)p



Ap(a, b, c, d) = 1− ∆p(a, b, c, d)

étenduep(X)
(6)

est supérieur à un certain seuil, θ, où X est l’ensemble d’ap-
prentissage. 3 Pour un p donné, ∆p est une dissimilarité qui
évalue à quel point ses quatre arguments a, b, c et d sont près
de former une analogie en p. Cette dissimilarité se norma-
lise par l’« étendue » des valeurs possibles dans X , élevée à
la puissance p. Dans le cas où les arguments sont proches de
former une analogie en p en prenant en compte le contexte
X , Ap sera proche de 1. On souhaite s’assurer que cette
proximité est grande en utilisant un seuil θ inférieur à 1,
mais très proche de 1. Autrement dit, une fois a, b et c choi-
sis, nous vérifions après réordonnancement que

Ap(a, b, c, x
′) > θ. (7)

Algorithm 1 Sélection par tirage aléatoire ou plus proches
voisins
Require: X ; y ; A ; θ ; k or s ; x′

pente, _ = LinearRegression(X, y)
if pente < 0 then

p, q = CurveFit(λx.(w(1− x)p + b)1/q, 1−X, y)
else

p, q = CurveFit(λx.(wxp + b)1/q, X, y)
end if
solq = ∅
if cas tirage aléatoire then

IJ ← RandomChoice(⌊s× |X|⌋)
else if cas plus proches voisins then

IJ ← NearestNeighbors(x′, k)
end if
for i, j ∈ IJ do

a, f(a)← X(i), ys(i)
b, f(b)← X(j), ys(j)
{l} ← NearestNeighbors((ap − bp + (x′)p)1/p, 1)
c, f(c)← X(l), ys(l)
if inégalités (4) and (7) vraies then

solq ← solq ∪ { solution calculée par (5) }
end if

end for
Output : mq(solq)

L’algorithme 1 permet d’implémenter la méthode.
RandomChoice(k) sélectionne k indices de l’en-
semble d’apprentissage par tirage aléatoire uniforme,
et NearestNeighbors(x, k) sélectionne les indices des k
plus proches voisins de x dans l’ensemble d’apprentissage.
Si aucun triplet ou aucune solution n’est trouvé, aucune
prédiction ne peut être faite. Néanmoins, dans notre
implémentation, la moyenne arithmétique des sorties sur
l’ensemble d’apprentissage est prédite.
Afin d’évaluer les modèles de régression proposés ci-
dessus, nous les comparons à différentes méthodes : la ré-
gression linéaire, les k plus proches voisins et arbres de dé-

3. La fonction A définie dans l’équation (6) est la généralisation aux
analogies non arithmétiques de la fonction P introduite dans [6].
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FIGURE 1 – Jeux de données artificielles de 100 et 1 000
points.

cision avec les valeurs par défaut de la bibliothèque scikit-
learn [31]. Nous testons en plus un modèle de régression
appelé FIT dans les résultats, qui sert de référence de par
le théorème 1. Il prédit x′ comme (w(x′)p + b)1/q , ou
(w(1− x′)p + b)1/q , pour les paramètres trouvés. Il est im-
plémenté au moyen de la fonction curve_fit de la bi-
bliothèque scipy, avec w borné par le quotient des maxi-
mums de la sortie et du trait sur le test d’entraînement.
Toutes les expériences ont été réalisées avec θ = 0,99.

4.2 Données artificielles
Étant donné que nos modèles de régression sont des généra-
lisations de la régression linéaire, nous les testons d’abord
sur des jeux de données dont la sortie est produite par un
modèle linéaire avec un bruit centré gaussien afin de véri-
fier leur qualité.
Nous utilisons deux jeux de données comprenant respec-
tivement 100 et 1 000 échantillons, tous deux avec un
bruit d’écart-type de 1, produit par la fonction make_re-
gression de la bibliothèque scikit-learn. Les
points ont été décalés de manière à ce que toutes les valeurs
soient positives. Les graphes de ces deux jeux de données
apparaissent dans la figure 1 avec la valeur d’entrée en x et
la valeur de sortie en y.
L’erreur quadratique moyenne (EQM), l’erreur absolue
moyenne (EAM) et le coefficient de détermination (r2) des
algorithmes ont été évalués sur le même découpage en 5
plis. Les résultats sont présentés dans les tableaux 2 et 3.
En ce qui concerne le jeu de données de 100 échantillons,
lorsque le couple (a, b) provient des plus proches voi-
sins, l’erreur quadratique moyenne est plus élevée mais
avec une erreur absolue moyenne comparable aux méthodes
traditionnelles lorsque 5 ou 7 voisins sont sélectionnés.
Alors que les méthodes traditionnelles atteignent un r2 d’au
moins 99%, nos modèles de régression atteignent 94% avec
5 ou 7 voisins. En revanche, lorsque (a, b) est tiré au hasard,
les trois mesures pour nos modèles de régression surpassent
les méthodes traditionnelles, à l’exception de la régression
linéaire par définition mieux adaptée à ces jeux de données.
Sur l’ensemble de données de 1 000 échantillons, lorsque le
principe d’inférence par analogie est appliqué à tous les élé-
ments du jeu de test, nos modèles de régression surpassent



TABLEAU 1 – Statistiques des jeux de données réelles

Jeu de données Nbre d’instances utilisées Nbre de traits utilisés
NY City - East River Bicycle Crossings 210 2
California Housing Prices 20,433 1

TABLEAU 2 – Moyennes et écarts-types des EQM et EAM et r2 avec validation croisée à 5 plis sur notre jeu de données
artificielles de 100 points.

Méthode EQM EAM r2

Régression linéaire 0.978± 0.143 0.815± 0.059 0.999± 0.000
1 plus proche voisin 4.780± 2.266 1.625± 0.285 0.997± 0.001
3 plus proches voisins 8.613± 4.105 1.950± 0.372 0.995± 0.002
5 plus proches voisins 13.940± 6.832 2.223± 0.348 0.992± 0.004
Arbre de décision 4.780± 2.266 1.625± 0.285 0.997± 0.001
FIT 1.004± 0.133 0.838± 0.059 0.999± 0.000

(a, b) Nbre de voisins EQM EAM r2
Pas d’analogie

(% du jeu d’entraîn.)

Voisins

1 633.434± 116.561 11.318± 1.437 0.637± 0.103 19%
3 226.035± 212.005 3.642± 2.029 0.879± 0.119 3%
5 102.824± 202.674 1.967± 1.896 0.936± 0.126 1%
7 102.635± 202.738 1.920± 1.921 0.936± 0.126 1%

% du jeu d’entraîn.

Aléatoire

5% 1.544± 0.331 1.021± 0.095 0.999± 0.000 0%
10% 1.366± 0.369 0.953± 0.111 0.999± 0.000 0%
20% 1.064± 0.163 0.865± 0.062 0.999± 0.000 0%
100% 1.034± 0.179 0.849± 0.084 0.999± 0.000 0%

TABLEAU 3 – Même chose que le tableau 2, mais sur un échantillon de 1 000 points.

Méthode EQM EAM r2

Régression linéaire 0.945± 0.105 0.779± 0.036 0.999± 0.000
1 plus proche voisin 2.043± 0.269 1.143± 0.057 0.998± 0.000
3 plus proches voisins 1.881± 0.572 0.968± 0.025 0.998± 0.000
5 plus proches voisins 2.175± 0.960 0.943± 0.041 0.998± 0.001
Arbre de décision 2.043± 0.269 1.143± 0.057 0.998± 0.000
FIT 0.945± 0.105 0.779± 0.036 0.999± 0.000

(a, b) Nbre de voisins EQM EAM r2
Pas d’analogie

(% du jeu d’entraîn.)

Voisins
1 46.356± 41.265 1.594± 0.409 0.962± 0.032 0.5%
3 15.106± 17.778 1.111± 0.213 0.988± 0.014 0.2%
5 1.216± 0.148 0.884± 0.038 0.999± 0.000 0.0%

% du jeu d’entraîn.

Aléatoire
0.5% 1.101± 0.131 0.842± 0.041 0.999± 0.000 0%
1% 0.995± 0.123 0.799± 0.039 0.999± 0.000 0%
10% 0.950± 0.105 0.781± 0.037 0.999± 0.000 0%



des méthodes traditionnelles pour les trois mesures, à l’ex-
ception évidemment de la régression linéaire.
La méthode FIT a été utilisée pour servir de référence pour
les performances des modèles de régression qui utilisent
le principe d’inférence par analogie. Lorsque la prédiction
pour tous les points de données est effectuée à l’aide de ce
principe, le modèle de régression présente des scores simi-
laires à celles de la méthode FIT, ce qui confirme la perti-
nence du théorème 1. Cependant, cette similitude n’appa-
raît pas dans les jeux de données réels, comme le montre la
section suivante.

4.3 Données réelles
Nous testons maintenant nos modèles de régression sur
deux jeux de données réelles : les passages à vélo sur l’East
River à New York 4, et le prix des logements en Californie 5.
Ces deux jeux de test sont décrits dans le tableau 1.
Les expériences sur les données synthétiques nous ont per-
mis de sélectionner des hyperparamètres adéquats pour que
tous les points puissent être évalués par le principe d’infé-
rence par analogie : θα doit être asssez proche de 1, s ne doit
pas être trop grand, pour pouvoir prédire quelque chose (la
complexité est en O(n3)), k non plus pour coller à la notion
de voisins.

4.3.1 Passages à vélo
Ce jeu de données donne le nombre total de cyclistes en
fonction de deux traits : températures maximales et mini-
males. Nos modèles de régression étant unidimensionnels,
nous évaluons sur chaque trait séparément. Ce jeu offre un
troisème trait, les précipitations, mais nous ne l’utilisons
pas car le principe d’inférence par analogie n’a pu s’appli-
quer que sur 25 % des points du jeu de test.
Les coefficients de détermination pour chaque modèle de
régression et chaque trait sont présentés dans le tableau 4.
Nos modèles de régression obtiennent ici de meilleurs ré-
sultats que la régression linéaire. Avec le trait tempéra-
ture minimale comme donnée d’entrée, ils obtiennent de
meilleurs scores que la méthode des k plus proches voisins
avec k = 7, mais des résultats inférieurs pour cette même
méthode avec k = 5, ou que les arbres de décision.
Lorsque a et b sont tirés au hasard, l’augmentation des
points considérés diminue les performances, contrairement
aux attentes. Bien que les scores se situent dans la même
fourchette avec la température maximale, ce n’est pas le
cas pour la température minimale, ce qui rend douteux les
scores rapportées pour 1%. Nos modèles de régression sont
ici clairement meilleurs que la méthode FIT.

4.3.2 Prix des logements en Californie
Ce jeu de données, California Housing Prices, permet d’es-
timer la valeur médiane des logements pour les ménages
d’un même quartier, en fonction de leur revenu médian.

4. New York City - East River Bicycle Crossings :
https://www.kaggle.com/datasets/new-york-city/
nyc-east-river-bicycle-crossings

5. California Housing Prices : https://www.kaggle.com/
datasets/camnugent/california-housing-prices

Dans nos expériences, nous n’avons pas pris en compte les
lignes comportant des valeurs manquantes.
Les résultats sont présentés dans le tableau 5. Ici nous avons
également testé la sélection de cinq valeurs de c au lieu
d’une seule. Ces tests sont repérables dans le tableau avec le
nombre c entre parenthèses. Cette augmentation du nombre
de c nécessite une modification dans l’algorithme 1 :

L← NearestNeighbors((ap − bp + (x′)p)1/p, 5).

La méthode par arbre de décision affichant de très mauvais
scores sur ce jeu de données, tous les modèles de régression
proposés obtiennent un r2 plus élevé. Néanmoins, nos mo-
dèles de régression avec plus proches voisins affichent des
scores inférieurs à ceux de la méthode des k plus proches
voisins, alors qu’avec sélection de type aléatoire ils ob-
tiennent des scores du même ordre. En sélectionnant sur
5 c au lieu d’un seul, la moyenne r2 augmente et l’écart-
type diminue, le modèle de régression 0, 05% (5) obtenant
même de meilleurs résultats qu’avec la méthode des k plus
proches voisins pour k = 11. Malgré ces améliorations,
aucun de nos modèles de régression n’arrive à battre la ré-
gression linéaire ou la méthode FIT.

5 Conclusion
Cet article a présenté un résultat nouveau sur l’apprenabi-
lité dans le cadre PAC de fonctions de domaine et image
de dimension un préservant l’analogie et compatibles avec
le principe d’inférence par analogie. La définition de telles
fonctions repose sur l’analogie numérique, type d’analogie
qui permet de traiter le cas de valeurs continues. De telles
fonctions définissent donc des modèles de régression fon-
dés sur le principe d’inférence par analogie qui s’appliquent
au cas du continu, et sont donc plus générales que des clas-
sificateurs définis dans un cadre discret booléen. Des pre-
mières expériences ont permis d’inspecter les performances
de méthodes approchant de telles fonctions sur des jeux de
données artificielles et réelles.
Cette approche présente bien sûr certaines limites identi-
fiées dans notre étude empirique. Tout d’abord, le théo-
rème 1 suppose qu’il existe une fonction avec un domaine
(R∗

+)
n, ce qui implique que la fonction est constante ou que

son image est un intervalle non borné de R∗
+. Pour aborder

l’apprenabilité dans le cadre PAC, nous avons supposé que
l’image soit [0, 1], ce qui restreint le domaine d’application.
Sur ce domaine, les fonctions de F1 ne sont peut-être pas
les seules fonctions préservant l’analogie, et une étude plus
complète des fonctions préservant l’analogie restreintes aux
fonctions de domaine et d’image [0, 1] est nécessaire. Dans
les expériences, il n’y avait pas de garantie d’apprenabilité
PAC pour la procédure trouvant les meilleures valeurs de p
et q, pour tous les w et b possibles. Bien que les expériences
n’aient pas démontré une meilleure performance des mo-
dèles de régression proposés par rapport aux méthodes tra-
ditionnelles, elles suggèrent qu’ils peuvent constituer une
alternative dans certaines situations.
Afin de tester pleinement les méthodes proposées, une gé-
néralisation de l’apprenabilité PAC des fonctions définies

https://www.kaggle.com/datasets/new-york-city/nyc-east-river-bicycle-crossings
https://www.kaggle.com/datasets/new-york-city/nyc-east-river-bicycle-crossings
https://www.kaggle.com/datasets/camnugent/california-housing-prices
https://www.kaggle.com/datasets/camnugent/california-housing-prices


TABLEAU 4 – Moyennes et écarts-types de r2 avec évaluation croisée à 5 plis pour le jeu des passages à vélo à New York.

Méthode Sélection utilisée Température maximale Température minimale
Régression linéaire 0.515± 0.140 0.205± 0.081
5 plus proches voisins 0.808± 0.044 0.802± 0.089
7 plus proches voisins 0.755± 0.057 0.691± 0.098
Arbre de décision 0.842± 0.038 0.865± 0.051
FIT 0.498± 0.135 0.211± 0.071
(a, b) Nbre de voisins

Voisins
3 0.715± 0.087 0.776± 0.028
5 0.724± 0.066 0.755± 0.037
7 0.711± 0.066 0.714± 0.051

% du jeu d’entraîn.

Aléatoire
1% 0.706± 0.075 0.776± 0.028
5% 0.660± 0.070 0.481± 0.086
10% 0.617± 0.109 0.394± 0.092

TABLEAU 5 – Même chose que le tableau 4, mais pour le jeu des prix du logement en Californie. Le type aléatoire de modèles
de régression avec un (k) suivant le pourcentage, par exemple 0, 05% (5) indique les expériences où k et c sont pris en compte.

Méthode Sélection utilisée Revenu médian
Régression linéaire 0.474± 0.015
7 plus proches voisins 0.415± 0.018
9 plus proches voisins 0.432± 0.018
11 plus proche voisin 0.443± 0.020
Arbre de décision 0.134± 0.021
FIT 0.475± 0.015
(a, b) Nbre de voisins

Voisins
7 0.313± 0.023
9 0.338± 0.020
11 0.368± 0.020

% du jeu d’entraîn. (nbre de c)

Aléatoire

0.05% (1) 0.438± 0.034
0.10% (1) 0.422± 0.069
0.05% (5) 0.465± 0.015
0.10% (5) 0.438± 0.032



sur des espaces continus à plusieurs dimensions (Rn) est
nécessaire. Quoi qu’il en soit, nos résultats préliminaires
sont prometteurs quant à la possibilité de prouver l’appre-
nabilité PAC des classes de fonctions Fn compatibles avec
le principe d’inférence par analogie.
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