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Chapitre 1

Introduction

Ces notes reprennent les éléments enseignés dans nos cours sur l’analogie
donnés en maitrise depuis bientot dix ans a 1’école information, production et
systéemes de l'université Waseda. Les cours étaient donnés a partir de trans-
parents. Il en manquait une version mise au propre en francais. Le présent
cahier, et ceux qui devraient suivre, sont destinés a remplir ce manque.

Les axiomes que nous présentons sont plus laches que ceux présentés
habituellement. En particulier, alors que 1'égalité est d’habitude placée au
coeur de 'analogie, nous utilisons une autre notion, la conformité, dont les
propriétés seront déterminées par les axiomes de ’analogie.

Les faits principaux a retenir sont les suivants. Les huit formes équiva-
lentes de I'analogie, dégagées dans des travaux précédents [Lepage (1998)],
découlent de deux axiomes naturels de I’analogie. Ces huit formes équiva-
lentes forment en fait le groupe des transformations des coins du carré, bien
connu en algébre sous le nom de Ds.
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Chapitre 2

Les axiomes de ’analogie et ses
huit formes équivalentes

Pour la justification des axiomes présentés plus bas, nous renvoyons le lec-
teur a nos travaux précédents [Lepage (1998), Lepage (2014a)| et [Lepage (2014b)],
mais en particulier & [Lepage (2003)].

2.1 Rappels des axiomes ou postulats

(0) réflexivité de la conformité A:B: A:DB
(1) symétrie de la conformité A:B:C:D = C:D:A:B
(11) inversion des rapports A:B:C:D = B:A:D:C
(111)  inversion des objets A:B:C:D = A':B7':Ct:D!
tout trait de A doit se retrouver soit
(1v) distribution dans les objets  dans B soit dans C soit dans les deux
V) échange des extrémes 2 lanOISC’ D = D:B:C:A
(vi) échange des moyens A:B=:C:D = A:C:B:D

2.2 Synthése

Répétons 'interprétation de ces axiomes.

Les axiomes (1) a (111) collent a la définition de I’analogie comme confor-
mité (1) de rapports (11) entre objets de méme type (111). Si 'on considére
la symétrie comme une forme d’inversion, alors ces trois axiomes appliquent
cette notion & chacun des constituants de cette définition.

Les axiomes (I) et (11) impliquent les deux articulations constitutives de
I’analogie : la conformité, notée ::, et le rapport, noté :.

7



8 CHAPITRE 2. AXIOMES ET FORMES EQUIVALENTES

Les axiomes (I11) et (IV) expriment les deux notions constitutives de
I’analogie : la contiguité, parce que le cas extréme de contiguité pour un
objet est sa contiguité a son inverse, et la similarité, définie & partir des
traits le caractérisant.

Enfin, les deux axiomes (V) et (VI) sont caractéristiques de ’analogie.
En particulier, 'axiome (VI) a depuis longtemps été per¢u comme tel. Ils
impliquent deux paires de termes particuliers : les moyens, B et C, et les
extrémes, A et D.
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2.3 Redondance de certains axiomes

Des axiomes donnés en 2.2, quatre sont des transformations de l'ordre
des termes de I’analogie : (1), (11), (V) et (vI). A partir de la forme primitive
de lanalogie A : B :: C': D, on peut tirer huit formes équivalentes de
I’analogie au moyen de ces quatre axiomes. Ces huit formes équivalentes sont
données dans le tableau suivant.

Forme équivalente Nom de la transformation  Abréviation

A:B:C:D Identité id.
A:C:B:D Echange des moyens éch. moy.
B:A:D:C Inversion des rapports inv. :
B:D:A:C Rotation & gauche rot. gau.
C:A:D:B Rotation a droite rot. dr.
C:D:A:B Symétrie de la conformité  sym. :
D:B:C:A Echange des extrémes éch. extr.
D:C:B:A Lecture en sens inverse inv. lect.

Nous avons donné dans [Lepage (2003), p. 118] et ailleurs une visualisa-
tion de ces huit formes équivalentes sous forme d’un cube.

Le tableau ci-dessus indique sur chaque ligne le nom de la transforma-
tion a partir de la forme primitive. Quatre lignes, a savoir la deuxiéme, la
troisiéme, la sixiéme et la septiéme, correspondent aux transformations men-
tionnées plus haut. On peut donc se demander comment appeler les transfor-
mations correspondant aux quatre autres lignes. La premiére ligne est I'ana-
logie dans sa forme primitive; la transformation correspondante est donc
I’identité. La derniére ligne est tout simplement la lecture en sens inverse de
la forme primitive de ’analogie ; on lui donnera donc ce nom. Les quatriéme
et cinquiéme lignes n’ont pas de nom dans la littérature classique sur I'ana-
logie ; pour des raisons qui deviendront claires dans le paragraphe 4, nous les
baptisons rotation a gauche et rotation a droite.

Certaines suite de compositions de transformations sont remarquables.
On en donne quelques unes ci-dessous. Elles mettent en évidence un role
interchangeable pour la symétrie de la conformité et I'inversion des rapports,
d’une part, et pour I’échange des moyens et ’échange des extrémes, d’autre
part. Cela n’épuise pas le sujet et 'on peut donc se demander s’il est possible
de retrouver toutes les huit formes équivalentes de ’analogie a partir de
quelques transformations seulement.
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Premieére suite & Seconde suite Résultat

éch. moy. o inv. : & éch. extr.osym. 2 C: A= D:B
inv. : o éch. moy. & sym. o éch.extr. B: D= A:C
éch. moy. o sym. :: o éch. moy. < inv. : B:A:D:C
éch. extr. o sym. :: o éch. extr. < inv. : B:A:D:C
éch. moy. o inv. : o éch. moy. < sym. :: C:D:A:B
éch. extr. o inv. : o éch. extr. < sym. :: C:D:A:B

Si I'on se cantonne aux quatre transformations présentes dans les axiomes
donnés en 2.2, on peut déja observer qu'une seule transformation ne permet
pas de reconstruire les huit formes équivalentes de 1’analogie.

Pour ce qui est de suite de deux transformations, toujours limitées aux
quatre transformations trouvées dans les axiomes, quatre paires de transfor-
mations permettent de reconstruire les huit formes équivalentes de I’analogie.
Les autres paires d’axiomes ne le permettent pas. La preuve détaillée de ces
reconstructions est donnée pour ces quatre paires de transformations dans
les paragraphes 2.3.1 & 2.3.4. Du point de vue de la reconstruction des huit
formes équivalentes de ’analogie, on peut donc dire que ces quatre paires
sont équivalentes. Cela permet d’écrire la suite d’équivalences suivante.

A:B:C:D = C:D:=A:B (1) sym. ::
A:B:C:D = D:B:C:A (V) éch. extr.
A:B:C:D = C:D:A:B (1) sym. ::
A:B:C:D = A:C:B:D (Vi) éch. moy.
N A:B:C:D = B:A=:D:C (11) inv. :
A:B:C:D = D:B:C:A (V) éch. extr.
N A:B:C:D = B:A:D:C (11) inv. :
A:B:C:D = A:C:B:D (Vi) éch. moy.

La preuve des équivalences entre paires de transformations se fait en
bouclant.
AW = ({H)AWV) = (O AN = 1H)ANW) = 1) A(W).

(i) A (v) = (i) A (vi) est montré par la ligne 2 du tableau du para-
graphe 2.3.1 :
éch. moyens = sym. :: o éch. extr o sym. ::.

(i) A (vi) = (ii) A (v) est montré par les lignes 3 et 7 du tableau du
paragraphe 2.3.2 :
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inv. : = éch. moy. o sym. :: o éch. moy.
éch. extr. = sym. :: o éch. moy. o sym. ::
(ii)) A (v) = (ii) A (vi) est montré par la ligne 5 du tableau du para-
graphe 2.3.3 :
sym :: = éch. moy. o inv : o éch. moy.
(ii) A (vi) = (i) A (v) est montré par les lignes 0 et 0 du tableau du
paragraphe 2.3.4 :
sym :: = éch. moy. o inv : o éch. moy.
éch. extr. = inv : o éch. moy. o éch. moy.
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2.3.1 Huit formes équivalentes a 1’aide de la symétrie
de la conformité (1) et de I’échange des extrémes

V)

Le tableau suivant montre comment les deux axiomes (I) et (V) per-

mettent & eux seuls de retrouver les huit formes équivalentes de I'analogie.
(1) et (V) sont respectivement la symétrie de la conformité, notée sym. :: en
abrégé, et I’échange des extrémes noté éch. extr. en abrégé.

Forme équivalente Transformations Nom
A:B:C:D sym :: o sym :: Identité

= éch. extr. o éch. extr.
A:C:=:B:D sym. :: o éch. extr o sym. :: Echange des moyens
B:A:D:C éch. extr o sym. :: o éch. extr. Inversion des rapports
B:D:A:C sym. :: o éch. extr Rotation a gauche
C:A:D:B éch. extr o sym. :: Rotation a droite
C:D:A:B sym. :: Symétrie de la conformité
D:B:C:A éch. extr. Echange des extrémes
D:C:B:A éch. extr o sym. :: o éch. extr. Lecture en sens inverse

o sym. ::
= sym. :: o éch. extr o sym. ::

o éch. extr
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2.3.2 Huit formes équivalentes a I’aide de la symétrie de
la conformité (1) et de ’échange des moyens (Vi)

Le tableau suivant montre comment les deux axiomes (1) de symétrie de

la conformité, notée sym. ::

en abrégé, et (Vi) d’échange des moyens noté

éch. moy. en abrégé, permettent & eux seuls de retrouver les huit formes
équivalentes de I'analogie.

Forme équivalente Transformations Nom
A:B:C:D Sym :: o sym :: Identité

= éch. moy. o éch. moy.
A:C:=B:D éch. moy. Echange des moyens
B:A:D:C éch. moy. o sym. :: o éch. moy. Inversion des rapports
B:D:A:C éch. moy. o sym. :: Rotation & gauche
C:A=D:B sym. :: o éch. moy. Rotation a droite
C:D:A:B sym. :: Symétrie de la conformité
D:B:C:A sym. :: o éch. moy. o sym. :: Echange des extrémes
D:C:B:A éch. moy. o sym. :: o éch. moy. Lecture en sens inverse

o sym. ::
= sym. :: o éch. moy. o sym. ::

o éch. moy.
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2.3.3 Huit formes équivalentes a ’aide de ’inversion des
rapports (11) et de I’échange des extrémes (V)

Le tableau suivant montre comment les deux axiomes (11) d’inversion des
rapports, notée inv. : en abrégé, et (v) d’échange des extrémes noté éch. extr.
en abrégé, permettent a eux seuls de retrouver les huit formes équivalentes

de I'analogie.

Forme équivalente Transformations Nom
A:B:C:D inv. : o inv. : Identité

= éch. extr. o éch. extr.
A:C:B:D inv. : o éch. extr. o inv. : Echange des moyens
B:A:D:C inv. : Inversion des rapports
B:D:A:C éch. extr. o inv. : Rotation & gauche
C:A:D:B inv : o éch. extr. Rotation a droite
C:D:A:B éch. extr. o inv. : o éch. extr. Symeétrie de la conformité
D:B:C:A éch. extr. Echange des extrémes
D:C:B:A éch. extr. o inv. : o éch. extr. Lecture en sens inverse

o inv. :

= inv. : o éch. extr. o inv. :

o

éch. extr.
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2.3.4 Huit formes équivalentes a ’aide de I'inversion des
rapports (1) et de I’échange des moyens (V1)

Le tableau suivant montre comment les deux axiomes (11) d’inversion des
rapports, notée inv. : en abrégé, et (V) d’échange des moyens, noté éch. moy.
en abrégé, permettent a eux seuls de retrouver les huit formes équivalentes

de I'analogie.

Forme équivalente Transformations Nom
A:B:C:D inv. : o inv. : Identité

= éch. moy. o éch. moy.
A:C:=B:D éch. moy. Echange des moyens
B:A:D:C inv. : Inversion des rapports
B:D:A:C inv : o exch moyens Rotation & gauche
C:A=D:B éch. moy.. o inv : Rotation a droite
C:D:A:B éch. moy. o inv : o éch. moy. Symétrie de la conformité
D:B:C:A inv : o exch moyens o inv : Echange des extrémes
D:C:B:A éch. moy. o inv : o éch. moy. Lecture en sens inverse

o inv :
= inv : o éch. moy. o inv :
o éch. moy.
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Chapitre 3

L’octahédre des transtormations
de 'analogie

On vient de voir quatre systémes formés de deux transformations corres-
pondant & des axiomes. Par généralisation, on peut légitimement se deman-
der s’il en existe d’autres. La question est donc : quels sont tous les systémes
de transformations qui permettent de retrouver toutes les formes équiva-
lentes de 'analogie, sans se restreindre nécessairement aux transformations
des axiomes ?

L’ensemble des transformations possibles est I’ensemble des huit formes
équivalentes de 'analogie, et seulement ces transformations. En effet, toute
transformation autre qu'une transformation permettant d’obtenir une forme
autre qu'une forme équivalente de l'analogie est invalide, puisque, dans le
cas général, on ne sait rien de la valeur de vérité d’une telle forme. Une
vérification automatique permet d’énumérer les 12 systémes suivants pour
deux transformations.

{symétrie de la conformité, échange des moyens }
{symétrie de la conformité, échange des extrémes}
{symétrie de la conformité, rotation a gauche  }

{symétrie de la conformité, rotation & droite }
{inversion des rapports, échange des moyens }
{inversion des rapports, échange des extrémes}
{inversion des rapports, rotation & gauche  }
{inversion des rapports, rotation & droite }
{échange des moyens, rotation & gauche  }
{échange des moyens, rotation a droite }
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18 CHAPITRE 3. OCTAHEDRE DES TRANSFORMATIONS

échange des extrémes, rotation a gauche
g g
{échange des extrémes, rotation a droite }

On retrouve bien les quatre systémes de paires de transformations men-
tionnées plus haut, aux lignes 1, 2, 5 et 6, mais on y trouve aussi huit paires
nouvelles. L’énumération donnée ci-dessus structure toutes ces paires en iso-
lant d’abord la symétrie de la conformité et I'inversion des rapports, en face
des quatre autres transformations ; puis les deux échanges, des moyens et des
extrémes, en face des deux rotations. Ces douze paires de transformations
sont représentées dans le dessin suivant par les arétes d’un octahédre que
nous appellerons donc octahédre des transformations de l’analogie.

sym. ::

mnv. :

Au-dela, tout systéme contenant 'une des paires de transformations per-
mettra nécessairement de reconstruire les huit formes équivalentes. On peut
prouver par programme que seuls les ensembles contenant 'une des douze
paires de transformations de I'octahédre permettent de reconstruire les huit
formes équivalentes de I'analogie ; les autres ne le permettent pas. Il y a donc
équivalence logique entre la capacité de reconstruire les huit formes équiva-
lentes de I'analogie et I'inclusion de 'une des paires de transformations de
I'octahédre.



Chapitre 4

Les transformations des coins du
carré

Changeons de notation et écrivons I'analogie A:B :: C:D sous

A B . .
la forme c’est-a-dire, comme un carré avec A et B comme coins

C D

supérieurs et C' et D sur les coins inférieurs.

Les huit formes équivalentes de ’analogie, considérées comme transfor-
mations sont alors vues comme des transformations des coins du carré. Par
exemple, A:C :: B:D c'est-a-dire la transformationde A: B : C:D en

A B AC

A:C: B:D estla transformation de cp 4 ppoaue I’'on notera

AC . . .
BD C’est la symétrie par rapport a la premiére diagonale.

simplement

Le tableau ci-dessous donne la correspondance entre chacune des huit
formes de ’analogie et la transformation des coins du carré correspondante.
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20 CHAPITRE 4. COINS DU CARRE

Analogie Coins du carré
Trar‘lsfor- Forme équivalente Transformation Dyg
mation
AB
identité A:B:C:D identité C D e
rotation a rotation de B D
B:D:A:
gauche ¢ /2 AC “
lecture DC
en  sens D:C:B:A rotation de 7 B A a?
inverse
rotation & rotation de ¢ A 3
droite C:A=D:B 3r/2 = —71/2 DB “
, symétrie  par
échange ; AC
P rapport a la
des moy A:C:B:D premicre  dia- B D x
ens
gonale
inversion symétrie  par B A
des rap- B:A:D:C rapport a I'axe DC ax
ports vertical
, symétrie  par
échange . DB
des  ex- D:B:C:A rapport 4 la C A a’x
. seconde diago-
trémes
nale
symétrie symétrie  par C D
de la con- C:D:A:B rapport a 'axe AB a’x
formité horizontal

Ce tableau montre que les huit transformations correspondant aux huit
formes équivalentes de ’analogie sont les transformations du coin du carré
correspondant aux symétries et aux rotations.

Les noms que nous avons donnés plus haut aux deux transformations
sans nom dans les descriptions classiques de l'analogie, & savoir les noms
de rotation a gauche et rotation a droite, s’expliquent maintenant par la
correspondance avec les transformations des coins du carré : il s’agit des
rotations de /2 et —m /2 respectivement.

L’ensemble des huit formes équivalentes de ’analogie, considérées comme
transformations, et équipé de la composition de transformations o, est un
groupe.
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92712 9 oy, A B A B -
L’élément neutre est 'identité cD — cD La composition est

associative. Chaque élément a un élément opposé.

Il faut faire attention & ce que la composition n’est pas commutative. Par
exemple, éch. moy. o sym. :: # sym. :: o éch. moy. Le groupe n’est donc pas
un groupe commutatif.

Les six transformations de base : identité, symétrie de la conformité,
inversion des rapports, échange des moyens, échange des extrémes et lecture
en sens inverse, sont leur propre élément opposé. Leur ordre est donc de 2,
ce qui implique que 'ordre du groupe est 2.

Les deux autres transformations sans nom dans les descriptions classiques

de ’analogi AD — BD t AD — ¢A t 1'élé t ¢
e lanalogie - - 10 % op p p Sont I'élément opposé

I'un de 'autre. En appliquant quatre fois une rotation, on retombe sur la
configuration de base. Les rotations sont donc d’ordre 4.

AB|/AC|BABD CACD|DB|DC
.. CDBD DC|AC|DB|AB|CA|BA
AB |AB/ACIBABD CACD\DB|DC
CD (CDBDDC|AC|DB|/AB|CA|BA
AC |ACIAB/CACD BABD DC|DB
BD |BDCD/ DB AB|DC|{AC|BA|CA
BA |BAIBDAB/AC/ DB DC|CACD
DC |DC|AC|CD| BD|CABADBAB
BD \BD BAIDB/DC|AB/AC|CD|CA
AC |[ACIDC|CABACD BD AB|DB
CA |CAICDACIAB|DC|DB|BA|BD
DB |DB/AB|BD CD|BACADCAC
CD (CDICADC|DB/AC/AB/BD/ BA
AB |AB|DB|BACABD CD|AC|DC
DB |DB/DC|BD BACD|CA/ABAC
CA |CAIBAIAC|DC|AB|DB|CD|BD
DC |DC|DB|CD|CABD BAACAB
BA |BACAAB DB/ AC|DC|BD|CD

Méme tableau qu’a la page précédente, mais avec lignes et colonnes réar-
rangeées.
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AB/BD/DC|CAAC|BADB|CD
.. CDACIBADB BD DC|CAAB
AB |ABBDDC/CAAC BADDB|CD
CD (CDACIBADB/BDDC|C AlAB
BD BDDC/CAAB BADDBCDAC
AC |ACIBADB/CDDC|CAAB|BD
DC DCI\/CAABBD DB CDAC BA
BA |BADB|CDHAC|CAAB|BD|DC
CA |CAIAB|BD/DC|CD|AC|BA|DB
DB \DBICDACBAIAB/BD DC|CA
AC |AC|ICD DB/ BAAB|CADC|BD
BD \BDAB/CADC|CD DB/ BAAC
BA |BAIAC|CD|DB|BD/AB|CA|DC
DC |DC|BD/AB|CAAC|CD|DB/BA
DB (DB BAIAC/CD DC/BD AB|CA
CA |CADCIBD/AB|BAAC|CD|DB
CD (CD DB BAAC|CADC|BD|AB
AB |AB/CADC BD DB/ BAAC|CD

Le tableau précédent avec ses lignes et colonnes réarrangées est égal, au
nom des objets pres, au tableau du groupe des transformations des coins du
carré. Ce groupe se note Dg et s’appelle le groupe diédral.

e a a’> |a® |z ar |a’z |a’z
Dy
. e a a® a’ T a® a’r |atx
. a a®> |a® e ar |a’z |ar |x
o2 a®>  |a® e a a’r |adzr |x ax
o a® e a a’>  |a’r |x ar |a’x
. x alx |a’x |ax e a® |a® Ja
ar |z adx |’z |a e a®  |a?
ax
9 a’r |ar |z adr |a®  |a e a’
a’x
3 alr |a’x |ax |x a® |a® Ja e
alx




23

On peut voir les huit différentes écritures d’'une méme analogie comme

. . . A
le fait de lire la méme analogie sous forme de carré selon une

C D

combinaison des trois ordres suivants :
— en ligne, ou bien en colonne :
A B puis C D, ou bien A C puis B D;
— de gauche a droite, ou bien de droite & gauche :
A B puis C D, ou bien B A puis D C';
— de bas en haut, ou bien de haut en bas :
A B puis C' D, ou bien C' D puis A B.
Chaque ordre offrant deux possibilités, cela fait en tout 23 = 8 possibilités
de lecture, qui correspondent chacune a I'une des huit formes de I'analogie.
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Chapitre 5

Discussion

Il faut retenir essentiellement que les huit formes équivalentes de I’analogie
sont le groupe des transformations des coins du carré.

Ce premier cahier était centré sur les axiomes ayant trait aux articula-
tions constitutives de I'analogie : le rapport et la conformité.

On aura noté notre insistance a mentionner deux autres axiomes que les
auteurs ne considérent pas d’habitude, celui de I'inversion des objets et celui
de la distribution dans les objets. Ils découlent d'une étude de la notion
d’analogie ayant dégagé les deux notions constitutives de l’analogie, la
similarité et la contiguité |Lepage (2003)]. Le lien avec la nature des objets
sera fait partiellement dans le second cahier.
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